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• 最优化问题: 在数学与计算机科学领域中，是从所有可行

解中查找最优良的解的问题。

• Оптимизация/ Optimization/       

Экстремальные задачи

• 根据变量是连续的或离散的，最优化问题可分为两类：

连续最优化问题 与 组合优化。

• 相对于决策问题(Decision problem)、功能性问题

(Function problem)，最优化问题是：从问题的多个解

中，求出最佳解。

• 袁亚湘 院士的ppt



引子：瞎子爬山



瞎子与计算机

瞎子 －－－ 知道脚底下情况，

但看不见周围的东西

计算机 －－－ 给一个点x，可计算：

f(x), ∂f(x), … … 

但对于x 附近的其他y, 

不知道 f(y)



瞎子爬山 vs 优化方法

瞎子和计算机谁快?

瞎子和计算机谁聪明?

瞎子会如何“看” “瞎子爬山法”呢?



优化方法的特征

• 基于极小 (  min f(x)  )  

• 基于KKT 条件 (                     )

• 迭代



KKT条件/Karush-Kuhn-Tucker Conditions

• В теории оптимизации условия Каруша — Куна — Таккера:

необходимые условия решения задачи нелинейного 

программирования. Чтобы решение было оптимальным, 

должны быть выполнены некоторые условия регулярности. 

Метод является обобщением метода множителей Лагранжа. 

В отличие от него, ограничения, накладываемые на 

переменные, представляют собой не уравнения, 

а неравенства.

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D0%BF%D1%82%D0%B8%D0%BC%D0%B8%D0%B7%D0%B0%D1%86%D0%B8%D1%8F_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%B5%D0%BB%D0%B8%D0%BD%D0%B5%D0%B9%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%BC%D0%BC%D0%B8%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D0%B5
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4_%D0%BC%D0%BD%D0%BE%D0%B6%D0%B8%D1%82%D0%B5%D0%BB%D0%B5%D0%B9_%D0%9B%D0%B0%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%BD%D0%B6%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A3%D1%80%D0%B0%D0%B2%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%B5%D1%80%D0%B0%D0%B2%D0%B5%D0%BD%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%BE


必要条件

充分条件



• 对偶：Duality / Двойственность

• 优化角度：primal problem/ dual problem

• прямая задачя / двойственняя задачя

• 弱对偶 vs 强对偶：“ ≤ ” vs “ = ”

max
𝑥

min
𝑦

𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ min
𝑦

max
𝑥

𝑓(𝑥, 𝑦)

• Min-Max问题（Bilevel optimization）：

• “宁做鸡头,不做凤尾”：min = 鸡；max=凤

• 线性问题/二次规划 => 强对偶 => “ = ”：等价求解比较容易的对偶问题

• 强对偶关系满足KKT条件



(Lagrangian) duality
 如何找到问题(1) 的最优值的一个最好的下界?

• 若方程组 无解，则 v 是问题(1)的一个下界。

• 根据逆否命题，方程组(2)无解的充分条件是存在 λ≥ 𝟎，让方程(3)无解。

方程(3)无解的充要条件是

• 注意到方程组(2)有解可以推出对于任意的 λ≥ 𝟎, 方程(3)有解

• 因为我们要找最好的下界，所以这个时候的 v 和 λ 应该取

• 由此引入了dual problem. 证明逻辑是根据式(5)取 v 和 λ, 则(4)成立，从而导出(3)

无解，然后可以知道(2)无解，因此 v 是问题(1)的下界。



迭代 － 计算的基本

千里之行始于足下 －－－老子



几个经典优化方法

• 黄金分割法

• 最速下降法

• 共轭梯度法

• 牛顿法与拟牛顿法

• 高斯牛顿法与信赖域方法

• 单纯形法与内点法

• 交替方向法



黄金分割法/Золотое сечение/ Golden ratio



华罗庚（1910－1985）



华罗庚在农村推广优选法



华罗庚在大庆油田讲优选法



华罗庚在矿山推广优选法



华罗庚在工厂、车间



max f(x)

• [a, b] 上的连续函数 f(x) 是单峰的（只有一个最大值

点）,  求解 max f(x)

• 任取 a<c<d<b,  如果 f( c ) < f(d) , 则我们只需在

[c, b] 上求 max f(x)

如何 选取 c , d  ?



最优的 c, d

1） max[b-c, d-a]  达到最小

 c ≈ d = (a+b)/2 !

2)    Repeat the procedure ?

Once  c=1/3 ,  d=2/3

Twice   c=2/5,  d=3/5? 



一般的 c, d  
F0=1,  F1 =1,  
Fk+1= Fk + Fk-1

General case     
c=Fk-1/Fk+1 d=Fk/Fk+1

Fibonacci(1170-1250)





达.芬奇与黄金分割
• 黄金分割法：

• 给出[0， 1]：

• X=0.382

• Y=0.618

• 新区间：

• [0,    0.618]  or

• [0.382,   1]



Leonardo da Vince
(1452-1519)



Euclid

(约325BC—265BC)            

extreme and mean ratio



最速下降法

αk   使 f(x＋αd ) 达到最小

（精确搜索）

A. Cauchy,  Comptes Rendus de

L’Acadmia des Sciences 

25(1847) 536-538
Cauchy（1789－1859）



最速下降法收敛速度
假定 f(x) 是二次凸函数

收敛速度：



最好 +  最好 =  最好 ???

• 方向 (最速下降)  （best dk)

• 步长 (精确搜索)   (best αk )

• xk+1 =   xk + αk dk 是否最好 ????



最速下降法应用于 f(x,y)=100x2+ y2



最速下降法的启示

最好方向 + 最好步长 ≠ 最好的方法

推论：

班上最好的女生不应该嫁给

班上最好的男生！



Barzilai & Borwein Method

方向

(最速下降－最好方向)

步长

(上一次的精确搜索步长)

最好的d  + 上一步最好的α

 最好

J.M. Borwein(1951-



BB 方法应用于 f(x,y)=100x2+ y2



BB方法的启示

最好方向 + 上一次最好步长 ＝ 最好

推论：

班上最好的女生应该嫁给

高年级最好的男生！



共轭梯度法/Conjugate gradient method/ 

Метод сопряжённых градиентов

• αk   使 f(x＋αd ) 达到最小

（精确搜索）

• 如何选取 dk?

• 共轭梯度法是介于最速下降法与牛顿法之间的一个方法，它仅需

利用一阶导数信息，但克服了最速下降法收敛慢的缺点，又避免

了牛顿法需要存储和计算Hessen矩阵并求逆的缺点。

• 优点：存储量小，具有n步收敛性，稳定性高，而且不需要任何

外来参数。



前后两次的方向 d  相互共轭

共轭梯度法

• 收敛速度：N次迭代内收敛，其中N是变量的维度。

• 但是：在 ill-posed problems 和机器学习中，它不一定好！



共轭梯度法基本思想

考虑 f(x) = (1/2) xTAx – bTx

共轭方向 d1,d2,…,dn

一个 n 维问题 转化为 n 个 一维问题



共轭梯度法的实现

著名的β选取:

Hestenes
(1906-1991)

Stiefel
(1909-1978)



牛顿法：切线代替曲线

Newton(1643-1727)                       牛顿法求f(x)=0 的根



牛顿法性质
迭代公式：

优缺点：

1)   优点：速度快（二次收敛）

2)   缺点:  计算量大（需要计算二阶导数）



拟牛顿法
牛顿:

拟牛顿:

如何选取 B？



如何“拟”牛顿？

拟牛顿方程：

Davidon(1959), Fletcher and Powell (1963):



F(x)=0

非线性最小二乘问题



最小二乘问题
• 超定方程组求解

• 数值模拟，曲线拟合

• 反问题



高斯－牛顿法

xk+1 = xk + dk ,  如何求 dk ？

A(x) 是 F(x) 的 JACOBI 阵



J. C. F. Gauss

(1777-1855)

I. Newton

(1642-1727)                                                                         



Levenberg-Marquardt 方法

当 A 坏条件时高斯－牛顿步很可能不好。

Levenberg (1944),  Marquardt(1963) 提出：



L-M步的最优性

设 dk 是 Levenberg-Marquardt 步:

则它也是如下问题的解



信赖域方法

信赖域方法基本思想

1)  局部区域

2)  逼近模型

3)  调节模型和区域

孙悟空的信赖域

• 袁亚湘院士团队



交替方向方法/ADMM

Alternating Direction Method of Multipliers

min f(x)

x=(x1,…, xn) 

固定 xj (j≠i),  对 xi 进行优化

例子：

Gauss-Seidel 方法 求解 Ax = b

• 何炳生教授

• http://maths.nju.edu.cn/~hebma （很多资料）

http://maths.nju.edu.cn/~hebma


交替方向方法 -- L1 优化

min  ||x||1

s.t. Ax = b

罚函数方法：



交替方向方法 -- L1 优化

对于:  min ||Ay-b||2 

可以用梯度法下降；

对于 min ||x||1

|xi+1 |  <=  |xi| - δ (shrinkage operator)



祝福大家

优化自己的一生！





Пример 1

Write a file that returns a scalar value f of the objective function evaluated at x:

function f = myfun(x)

f = -x(1) * x(2) * x(3);

Rewrite the constraints as both less than or equal to a constant,

–x1–2x2–2x3 ≤ 0

x1 + 2x2 + 2x3≤ 72

Since both constraints are linear, formulate them as the matrix inequality A·x ≤ b, where

A = [-1 -2 -2; ...

1  2  2];

b = [0;72];

Supply a starting point and invoke an optimization routine:

x0 = [10;10;10];    % Starting guess at the solution

[x,fval] = fmincon(@myfun,x0,A,b);

Find values of x that minimize f(x) = –x1*x2*x3, starting at the point 

x = [10;10;10], subject to the constraints: 0 ≤ x1 + 2x2 + 2x3 ≤ 72.



Пример 2
x1 + x2 ≤ 2

–x1 + 2x2 ≤ 2

2x1 + x2 ≤ 3

0 ≤ x1, 0 ≤ x2.

find values of x that minimize                                                         subject to

In matrix notation this is 

• Enter the coefficient matrices:

H = [1 -1; -1 2]; 

f = [-2; -6];

A = [1 1; -1 2; 2 1];

b = [2; 2; 3];

lb = zeros(2,1);

• [x,fval] = quadprog(H,f,A,b,[],[],lb,[],[])



课后作业

作业：给定 k(x,t) 和 g(t), 用最小二乘法求解如下两个问题：

     
1

0
,  k x t f x dx g t

问题1：        
1

0
,  f x k x t f x dx g t 

问题2：


