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概率论是研究什么的？

随机现象：不确定性与统计规律性

概率论——研究和揭示随机现象

的统计规律性的科学

概率论/ Probability theory/ Теория вероятностей



背景：出自美国的电视游戏节目Let's Make a Deal

三门问题/ Monty Hall problem/ 
Парадокс Монти Холла

问题：假设你正在参加一个游戏节目，你被要求在三

扇门中选择一扇：其中一扇后面有一辆车；其余两扇后面

则是山羊。你选择了一道门，假设是一号门，然后知道门

后面有什么的主持人，开启了另一扇后面有山羊的门，假

设是三号门。他然后问你：“你想选择二号门吗？”转换

你的选择对你来说是一种优势吗？



解答：

三门问题/ Monty Hall problem/ 
Парадокс Монти Холла



• 是一种逻辑谬误。过度关注“幸存了某些经历”的人事物，忽

略那些没有幸存的（可能因为无法观察到），造成错误的结论。

幸存者偏差/ survivorship bias/ 
Систематическая ошибка выжившего

军事案例：

第二次世界大战期间的1941年，美国哥伦比亚大

学统计学亚伯拉罕·沃德教授接受美国海军的要求，

运用他在统计方面的专业知识给出关于‘飞机应

该如何加强防护，才能降低被炮火击落的几率’

的建议。沃德教授针对盟军的轰炸机遭受攻击后

的相关数据，进行分析和研究后发现：机翼是整

个飞机中最容易遭受攻击的位置，但是发动机则

是最少被攻击的位置。



幸存者偏差/ survivorship bias/ 
Систематическая ошибка выжившего

• 沃德教授给出的结论是‘我们应该强化发动机的防护’

• 但是美国海军指挥官认为‘应该加强机翼的防护，因为这是最容易

被击中的位置’。

沃德教授的依据：

• 统计的样本，仅包含没有因敌火射击而坠毁并安全返航的轰炸机。

• 假设所有中弹的弹著点应该会平均分布在机身各处，而能安全返航

的轰炸机机身中弹数量较多的区域，是即使被击中也比较不会导致

坠机的部位。

• 机翼被击中很多次的轰炸机，大多数仍然能够安全返航。

• 发动机弹孔较少的原因并非真的不容易中弹，而是一旦中弹，其安

全返航并生还的可能性就微乎其微

军事案例（cont.）







• 天时地利人和：

• 莫斯科的 泛函分析 学派

• （测度论的发展）





• 主要数学结论：大数定律 和 中心极限定理

• 主要概念：随机变量 和随机变量的 概率分布

概率论/ Probability theory/ Теория вероятностей

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%A7%E6%95%B0%E5%AE%9A%E5%BE%8B
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%AD%E5%BF%83%E6%9E%81%E9%99%90%E5%AE%9A%E7%90%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%9A%A8%E6%A9%9F%E8%AE%8A%E6%95%B8
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%A6%82%E7%8E%87%E5%88%86%E5%B8%83


基本概念

在概率论中把符合下面三个特点的试验叫做随机试验：

1. 可以在相同的条件下重复的进行。

2. 每次试验的可能结果不止一个，并且能事先明确试验的所

有可能结果。

3. 进行一次试验之前不能确定哪一个结果会出现。

随机试验通常用E 表示。

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%A6%82%E7%8E%87%E8%AE%BA


基本概念





概率空间/Probability space/ 
Вероятностное пространство: 
понятие, введённое А. Н. Колмогоровым в 
30-х годах XX века для формализации 
понятия вероятности.

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BB%D0%BC%D0%BE%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%BE%D0%B2,_%D0%90%D0%BD%D0%B4%D1%80%D0%B5%D0%B9_%D0%9D%D0%B8%D0%BA%D0%BE%D0%BB%D0%B0%D0%B5%D0%B2%D0%B8%D1%87
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B5%D1%80%D0%BE%D1%8F%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C


Условная вероятность



• 概率论与测度论的区别

Независимость



Chain rule/ 链式法则

全概率公式/ Law of total probability/ 
Формула полной вероятности



贝叶斯定理/ Bayes' theorem/ Теорема Байеса



贝叶斯法则与虚假阳性的病例

• 假设在居民区, 一种罕见的疾病传染1‰的人……

• 检验方法：

• 有人传染上了这种病，其检验结果有99%的可能呈阳性。

• 也会产生一些虚假的阳性。未传染上的患者有2%检验也呈阳性。

• 而你恰恰检验呈阳性，你传染该病的概率有多大？



贝叶斯法则与虚假阳性的病例

• 我们依据两个事件工作：

A: 患者得这种病

B: 检验结果呈阳性

• 其检验结果的准确性为: 

• P(A)=0.001 --1‰的人得这种病

• P(B|A)=0.99 --真正得这种病的人检验结果呈阳性的概率为99% 

• P(B|AC)=0.02 --没得这种病的人检验结果呈假阳性的概率为2% 

• 则P(A|B)是多少? 即检验结果呈阳性传染上该病的概率是多少?

• P(A|B)= P(A) * P(B|A) / ( P(A)*P(B|A) + (1-P(A))*P(B|AC) ) 

= 0.001*0.99 / ( 0.001*0.99+(1- 0.001)*0.02 ) =0.047

• 尽管检验精确度很高, 但事实上, 检验呈阳性的人不到5%患有这种病



Байесовская статистика/ 

Bayesian statistics/贝叶斯统计

• 胰腺癌检测：基于贝叶斯定理：即使100%的胰腺癌症患者都有

某症状，而某人有同样的症状，绝对不代表该人有100%的概率

得胰腺癌，还需要考虑先验概率，假设胰腺癌的发病率是十万分

之一，而全球有同样症状的人有万分之一，则此人得胰腺癌的概

率只有十分之一，90%的可能是是假阳性。

 不良种子检测：基于贝叶斯定理：假设100%的不良种子都表现

A性状，而种子表现A性状，并不代表此种子100%是不良种子，

还需要考虑先验概率，假设一共有6万颗不良种子，在种子中的

比例是十万分之一（假设总共有60亿颗种子），假设所有种子中

有1/3表现A性状（即20亿颗种子表现A性状），则此种子为不良

种子的概率只有十万分之三。



Случайная величина/ случайная переменная

• Фун́кция распределе́ния



Пло́тность вероя́тности



Случайная величина/ случайная переменная

随机变量不同于普通变量表现在两点上：

• 变量可以有多个取值，并且永远不能预知它到底会取哪个值；

• 变量取值是有规律的，这种规律用概率特性来明确表述；

因此，讨论随机变量就必然要联系到它的取值范围与概率特性。

在描述随机变量的概率特性时：

• 分布函数指明直到x处的累积概率；

• 密度函数适用于连续取值部分。

• 离散变量，常采用分布律；



随机变量的数字特征

 数字特征 之于 随机变量 就类似于 标签 之于 QQ好友

• 随机变量的分布函数是对随机变量的概率性质最完整的刻画

• 能够刻画随机变量某些方面的性质特征的量 称为 随机变量

的 数字特征



随机变量的数字特征

• 一维随机变量的数字特征主要是数学期望与方差

• 多维随机变量主要是协方差与相关系数。

数学期望
mathematical expectation/first moment
Математи́ческое ожида́ние

• X是离散的随机变量，输出值为 x1, x2, … 和输出值相应的概

率 p1, p2, … （概率和为1）, 则

• X是连续的随机变量，概率密度函f(x), 则



方差/二阶矩/ Variance
Диспе́рсия случа́йной величины́

• 方差 亦可当作是随机变量与自己本身的 协方差

• 方差 = 平方的期望减掉期望的平方

标准差/均方差/  Standard deviation 
Среднеквадрати́ческое отклоне́ние

• 方差主要应用在对离散程度的比较方面



协方差/ Covariance / Ковариа́ция

• 如果X 与Y 是统计独立的，那么二者之间的协方差就是0

相关/ Correlation / Корреля́ция

Pearson's 

correlation 

coefficient

独立 => 0



离散型r.v.的分布：伯努利分布/0-1分布/ 
Bernoulli distribution/ Распределе́ние Бернул́ли

• 若试验成功，则随机变量取值为1。

• 若试验失败，则随机变量取值为0。

• 记其成功概率为 p，失败概率为 q=1-p。



离散型r.v.的分布：二项分布/ Binomial distribution / 
Биномиа́льное распределе́ние

• 是n个独立的 是/非 试验 中成功的次数的离散概率分布，其

中每次试验的成功概率为p。

• 当n = 1时，二项分布就是伯努利分布



离散型r.v.的分布：泊松分布/ Poisson distribution / 
Распределе́ние Пуассо́на

• 描述单位时间内随机事件发生的次数的概率分布

• 如某一服务设施在一定时间内受到的服务请求的次数，电话

交换机接到呼叫的次数、汽车站台的候客人数、机器出现的

故障数、自然灾害发生的次数、DNA序列的变异数等等

• 二项分布可以看作泊松分布在离散时间上的对应物

X ∽ P(λ)



连续型r.v.的分布：均匀分布/ uniform distribution / 
непреры́вное равноме́рное распределе́ние

X ∽ U[a,b]



连续型r.v.的分布：指数分布/ Exponential distribution/ 
Экспоненциальное распределение

X ∽ Exp(λ)

• 表示独立随机事件发生的时间间隔

• 比如旅客进入机场的时间间隔、打进客服中心电话的时间间

隔、维基百科新条目出现的时间间隔等等。



连续型r.v.的分布：正态分布/高斯分布/ 
normal distribution / Gaussian distribution/ 
Норма́льное распределе́ние



MatLab



MatLab



解：

Xi_array=exprnd(0.5, 1,10000);

mean(Xi_array) ; %  ans =2.0019

var(Xi_array) ; %  ans =4. 0939

hist(Xi_array)





大数定律/ Law of large numbers / 
Закон больших чисел

• 大数定律说: 如果统计数据足够大，那么事物出现的频率就

能无限接近他的期望值。

• Опр.: сходимость по вероятности 依概率收敛



切比雪夫大数定律/ Chebyshev / Чебышёв



伯努利大数定律/ Bernoulli's Theorem / 
Борелевский закон больших чисел



辛钦大数定律 (弱大数定律)/ Khinchin's law 
(weak law of large numbers)/ Слабый закон



强大数定律/ strong law of large numbers/ 
Усиленный закон (Теорема Колмогорова)



中心极限定理/ 

Central limit theorem / 

Центральная предельная теорема

• 中心极限定理说明: 

在适当的条件下，大量相互独立随机变量的

均值经适当标准化后依分布收敛于正态分布



林德伯格-莱维中心极限定理/ 
Lindeberg–Lévy CLT/ ЦПТ Линдеберга

当n足够大的时候，我们可

以把任何一个奇奇怪怪的

分布，搞成一个正态分布!



棣莫佛－拉普拉斯定理/ De Moivre–Laplace theorem/ 
Локальная теорема Муавра — Лапласа




